EXERCICE 1 (10 points ) P T S 1 O
(Commun a tous les candidats) / \ . . .

Partie I

Sur le graphique ci-dessous, on a représenté dans un repere orthonormal, les courbes 4] et 6, repré-
sentatives de deux fonctions f; et f, définies sur I’intervalle ]0; 400].

(V]

DO

1
—
j \\ ng
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On sait que :

- I’axe des ordonnées est asymptote aux courbes %, et 65

- I’axe des abscisses est asymptote a la courbe %,

- la fonction f5 est continue et strictement décroissante sur I’intervalle |0; +o00|
- la fonction f; est continue et strictement croissante sur I’intervalle |0; +oo]

- la limite quand x tend vers +o0o de f;(z) est +00.

Pour chacune des quatre questions de cette partie, une seule des trois propositions est exacte. Le
candidat indiquera sur la copie la réponse choisie. Aucune justification n’est demandée. Chaque
réponse juste rapporte 0,5 point. Une réponse fausse ou I’absence de réponse n’est pas sanctionnée.

1. Lalimite quand z tend vers 0 de f(z) est

o( ® 00 e On ne peut pas conclure

2. Lalimite quand x tend vers +00 de fy(x) est

o ( (0,2 e On ne peut pas conclure

3. En +oo, % admet une asymptote oblique :

e Oui e Non e On ne peut pas conclure

4. Le tableau de signes de fo(x) — fi(x) est:

T +00 T 0 +00 x 0 1

0
Th@ - A ][] + Th@ - L@ [ = R @[+ 0 -
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Partie I1

1
On considere la fonction f définie sur 'intervalle |0, +oo| par f(x) = In(x) + 1 — —.
x

1. Déterminer les limites de la fonction f aux bornes de son ensemble de définition.
2. FEtudier les variations de la fonction f sur I’intervalle |0, +oc].
3. En déduire le signe de f(z) lorsque x décrit ’intervalle |0, +o0].

4. Montrer que la fonction F' définie sur I’intervalle |0, 400 par F'(z) = zlnx — In z est une
primitive de la fonction f sur cet intervalle.

5. Démontrer que la fonction F’ est strictement croissante sur ’intervalle [1, +oo].

1
6. Montrer que I’équation F'(z) = 1 — — admet une unique solution dans I’intervalle [1, +00[ qu’on
e
note «.

7. Donner un encadrement de o d’amplitude 10~ 1.
Partie 111

Soit g et h les fonctions définies sur I’intervalle |0, +oo] par :

Sur le graphique ci-dessous, on a représenté dans un repere orthonormal, les courbes & et €, repré-
sentatives des fonctions g et h.

(O8]

5 —

[\)

AR

1_
—
J | ng
\
A I
ol /= |1 2 ¢ 3 4 5

1. Aestle point d’intersection de la courbe %}, et de 1’axe des abscisses. Déterminer les coordonnées
du point A.
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2. P estle point d’intersection des courbes %, et ¢, . Justifier que les coordonnées du point P
sont (1,1).

3. Onnote .o/ Iaire du domaine délimité par les courbes €, ¢, et les droites d’équations respectives

xr = —etx = 1 (domaine grisé sur le graphique).
€
a. Exprimer I’aire <7 a 1’aide de la fonction f définie dans la partie II.
1

b. Montrer que .o =1 — —.
e

4. Soit t un nombre réel de I’intervalle |1, +oc[. On note %, ’aire du domaine délimité par les

droites d’équations respectives * = 1, x = ¢ et les courbes ¢, et 6}, (domaine hachuré sur
le graphique).

On souhaite déterminer une valeur de ¢ telle que &7 = %,.
a. Montrer que %, = tIn(t) — In(¢).

b. Conclure.

Page 4 /6



EXERCICE 1 (4 points )

(Commun a tous les candidats)

On considere un cube ABCDEFGH d’aréte de longueur 1. On se place dans le repére orthonormal

1 2 3
(A; 1@; @; ﬁ) . On considere les points [ (1; 3 0) ,J (0; 3 1) , K (Z’ 0; 1) et L(a; 1;0)
avec a un nombre réel appartenant a ’intervalle [0; 1].

E H

B C

Les parties A et B sont indépendantes.

Partie A

1. Déterminer une représentation paramétrique de la droite (1.J).

2. Démontrer que la droite (K L) a pour représentation paramétrique

x—§+t’<a—§)
4 4 U eR.

. . ) 1
3. Démontrer que les droites (/.J) et (K L) sont sécantes si, et seulement si, a = T

Partie B

) ) 1
Dans la suite de 1’exercice, on pose a = 1

1
Le point L a pour coordonnées <Z’ 1; 0) .

1. Démontrer que le quadrilatere / K J L est un parallélogramme.

2. Lafigure ci-dessous fait apparaitre I’ intersection du plan (/.J K') avec les faces du cube ABCDEFGH
telle qu’elle a été obtenue a 1’aide d’un logiciel de géométrie dynamique.
On désigne par M le point d’intersection du plan (/JK) et de la droite (BF') et par N le point
d’intersection du plan (/JK) et de la droite (DH ).
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B

Le but de cette question est de déterminer les coordonnées des points M et N.

a) Prouver que le vecteur 7/ de coordonnées (8; 9; 5) est un vecteur normal au plan (IJK).
b) En déduire que le plan (/JK) a pour équation 8z + 9y + 5z — 11 = 0.
¢) En déduire les coordonnées des points M et N.
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EXERCICE 1

Partie I

1
2
3.
4

B

A
C
C

1) La fonction f, est strictement décroissante sur ]0, +oo[ et I'axe des ordonnées est asymptote a la courbe %,. Donc

lim fy(x) = 4o0.
x—0

2) La fonction f, est strictement décroissante sur |0, +ool et axe des abscisses est asymptote a la courbe %,. Donc

lim fz(X) =0
X— +00

1
3) On ne peut pas conclure car par exemple les fonctions x — Inx et x — x — — ont un graphe ayant lallure de ¢}, mais
X

1
seule la courbe représentative de la fonction x — x — — admet une asymptote oblique.
X

4) %, est strictement au-dessus de 7 sur |0, 1], strictement au-dessous sur |1, 4o0[ et enfin, €7 et €2 se coupent en leur
point d’abscisse 1. Donc le tableau de signe de f;(x) — f1(x) est :

X 0 1 400
f2(x) —f1(x) + 0 —
Partie 11
1 1
1) Limite en 0. lim — = 400 et donc lim (1 — —> = —o0. D’autre part, lim In(x) = —oco et donc
x—0 X x—0 X x—0
x>0 x>0 x>0
1
lim f(x) = lim <ln(x) +1— —) = —oo0.
x—0 x—0 X
x>0 x>0
lim f(x) = —co.
x— 0
x>0

1
Limite en +oo. Pour tout réel x de ]0, +oof, f(x) =In(x) +1— "

On sait que lim In(x) = +oco0. D’autre part, lim
X— 400 X— +00

1 — — = 1. Par suite,
X

lim f(x) = 4oco.

xX— +o00

2) La fonction f est dérivable sur ]0,+o0o[ en tant que somme de fonctions dérivables sur |0, +o00[ et pour tout réel x > 0,

f/(X) = ; +

1

x2°

Dong, la fonction f’ est strictement positive sur ]0,+oo[ puis la fonction f est strictement croissante sur ]0,4+oco[. On en
déduit le tableau de variations de la fonction f.
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X 0 400
(%) +
/-l—oo
f
—00

3) On note tout d’abord que f(1) =1n(1) +1—1 = 0. Puisque la fonction f est strictement croissante sur ]0, +ool, si x est
un réel tel que 0 < x < 1, on a f(x) < f(1) ou encore f(x) < 0. Si x est un réel tel que x > 1, on a f(x) > f(1) ou encore
f(x) > 0. On résume ces résultats dans un tableau.

f(x) - 0 +

4) La fonction F est dérivable sur ]0, +o0o[ et pour x > 0,
1 1
F(x)=TxIn(x)+xx ———=In(x) +1— - =1(x).
X X X

Donc la fonction F est une primitive de la fonction f sur ]0, +ool.
5) La fonction F est dérivable sur [1, +o0[ et sa dérivée, a savoir f, est strictement positive sur |1, +oo[ d’aprés la question

3). Donc, la fonction F est strictement croissante sur [1, +ool.

6) La fonction F est continue et strictement croissante sur [1,4o00[. Donc pour tout réel k de U'intervalle [FU ), hlll F(x) [,
xX— o0

I’équation F(x) = k admet une solution et une seule dans [1,+ool.

1 1
Or, F(1) =0 et donc F(1) < 1 — . et d’autre part, lilf F(x) = lim (x—1)In(x) = 400 et donc lim F(x) > 1— >
X— +00

xX— +o00 X— +00

1
Ainsi, 1— - IS [FU ), 11111 F(x) [ et donc I'équation F(x) =1— - admet une solution et une seule, notée «, dans [1, 4ool.
X— +00

7) Fla) =1— 1E =0,63... Ensuite, F(1,9) =0,57... et F(2) =0,69.... Donc F(1,9) < F(x) < F(2). Puisque la fonction F

est strictement croissante sur [1,+ool, on en déduit que

Partie I1I

1) Soit x un réel strictement positif.

h(X):O(:}ln(x):_],{:),X:e—l <:>X:£'

1
Le point A a pour coordonnées (E’O)'

2) Soit x un réel strictement positif.

g(x) =h(x) &In(x)+1— % =0& f(x) =0.

D’apreés I’étude du signe de la fonction f effectuée a la question I1.3), I’équation f(x) = 0 admet une solution et une seule
a savoir x = 1. Comme ¢(1) =h(1) =1,

le point P a pour coordonnées (1,1).

1
3) (a) Pour tout réel x de 10, +oo[, on a g(x) —h(x) = —In(x) — 14+ — = —f(x). D’apres la question II.3), la fonction f est

1 1
négative sur [E' 1} et donc la fonction g — h est positive sur [E’ 1} . Par suite,



(b) D’aprés la question 11.4), on en déduit que

o = [F(x)]] e _F(1)+F<]) :fO—i-éln <£) —In <1> :féln(e)—i—ln(e) -1

e

4) a) Soit t un réel strictement supérieur a 1. Dans ce cas, pour tout réel x de [1,t], on a h(x) — g(x) = f(x) > 0. Par
suite,

t t
By :J (h(x) —g(x)) dx :J f(x) dx = [F(x)]; = F(t) — F(1) = F(t) = tIn(t) — In(t).
1
(b) Soit t > 1. D’apreés la question I1.6),
Bt=d®F(t)=1—1€®t=m.

Il existe un réel t et un seul tel que By = o7 : le réel & défini a la question 11.6).
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EXERCICE 1
Partie A

1 1
1) Le point I a pour coordonnées (1, 3 0) et le vecteur ﬁ a pour coordonnées <—1, 3 1). Une représentation paramé-

trique de la droite (I]) est donc

x=1-—1t
1 t

Yy=3+3

z=1t

3 — 3
2) Le point K a pour coordonnées (Z’O’ 1) et le vecteur KL a pour coordonnées (a— 7 1,—1). Une représentation

paramétrique de la droite (KL) est donc

x§+t’<a—§>
4 4 ,t"eR.

y=t
z=1-—1t'

1 t 3 3
3) Soient M (1 —t, 3 + §’t)’ t € R, un point de la droite (IJ) et M’ (4_1 +t/ (a— 4_1) 1 —t'), t’ € R, un point de
la droite (KL).

: t*3 N 3 t=1-—t/ t=1—-1t’
“t=gttle—g RIS S 3 4 2
M=M'&¢ T t_, s U=+ em7) {8 373
3 3 1 1—t/ ’ t/:§+t/ Cl—é
t=1-—t 3T —3 =t 4 4
1 1 1 1
‘t/:— /:_ /:_ /:_
2 v=3 t=3 v=3
& t=1 & t—l & t—l & t—l
2 T2 ) )
1§+1(Q_§) 1,133 1.1 o
2 42 4 2° 72 4 8 2 8 4

1
Sia# T le systéme précedent n’a pas de solution ou encore les droites (I]) et (KL) n’ont aucun point commun.

1 1
Sia= 7 la résolution précédente s’écrit plus simplement M = M’ & t =t/ = <. Dans ce cas, les droites (IJ) et (KL) ont
11

1 1
en commun le point obtenu quand t = 5 out’ = 7 a savoir le point QO de coordonnées (z, 5

) . En résumé,

1
les droites (IJ) et (KL) sont concourantes si et seulement si a = 1

Partie B

H
1) de méme que le vecteur ﬁ Donc, IK = ﬁ ou encore le quadrilatére

1T 1
1) Le vecteur m a pour coordonnées (—Z, 3

IKJL est un parallélogramme.
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H
2) a) Les vecteurs T]) et IK sont deux vecteurs non colinéaires du plan IJK. Pour vérifier que le Vectelg> non nul 7 est un
vecteur normal au plan (IJK), il suffit de vérifier que le vecteur T est orthogonal aux vecteurs ﬁ et IK.

?.ﬁ:8x(—1)+9x%+5x1:—8+3+5:O,
et

7.IK = 8 x <—}1>+9x (—%)+5x1_—2—3+5—0.

Donc,

le vecteur ﬁ)(& 9,5) est un vecteur normal au plan (IJK).
1
b) Le plan (IJK) est le plan passant par le point I (1, 3 0) et de vecteur normal ﬁ)(& 9,5). Une équation cartésienne du
plan (IJK) est donc
1
§(x—1)+79 <y— §) + 5z =0 ou encore 8x + 9y +5z— 11 =0.
¢) Puisque M € (BF), les coordonnées de M sont de la forme (1,0, zp). Puis
3

Me(IK) & 8x1+92%x0+5zpm — 11 :0<:>ZM:§.

Puisque N € (DH), les coordonnées de M sont de la forme (0, 1,zy). Puis

2
Ne(I]K)(:)SxO+9><1+5zM—H:O@ZN:E_

3 2
M(1,0, g) et N (0,],5)
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