EXERCICES Logarithme et complexes IT APTS. 8

Gestion de la version Open Office du dI]ELIITIEI; (pas pdf): pour masquer les CORRigés et les exercices En Préparation : CORR=M et EP=V

[ exercice 1. S_Metropole_juin12_Ex3
1l est possible de traiter la partie C sans avoir traité la partie B.
Partie A

On désigne par fla fonction définie sur I’intervalle [1;+oo[ par f(x)= ﬁﬂn(xx?

1) Déterminer la limite de la fonction f en+oo.
1

x(x—i—l)2 .

2) Démontrer que pour tout réel x de I’intervalle [1;+oo[, f'(x)=

Dresser le tableau de variation de la fonction f.
3) En déduire le signe de la fonction f'sur I’intervalle [1 ;+oo[.

Partie B
1 1

Soit (u,) la suite définie pour tout entier strictement positif par u,=1 +§ +§ +... +l—lnn
n

1) On considere ’algorithme suivant :
Variables : i et n sont des entiers naturels.
u est un réel.
Entrée : Demander a 1’utilisateur la valeur de 7.
Initialisation : Affecter a u la valeur 0.
Traitement : Pour i variant de 1 a n.

Affecter a u la valeur u +l

i
Sortie : Afficher u.

Donner la valeur exacte affichée par cet algorithme lorsque ’utilisateur entre la valeur n=3.

2) Recopier et compléter 1’algorithme précédent afin qu’il affiche la valeur de u, lorsque 1’utilisateur
entre la valeur de n.

3) Voici les résultats fournis par I’algorithme modifié, arrondis & 1073 .

n 4 5 6 7 8 9 10 100 1000 1500 |2000

Uy 0,697 0,674 0,658 0,647 0,638 0,632 0,626 0,582 0,578 0,578 |0,577

A l’aide de ce tableau, formuler des conjectures sur le sens de variation de la suite (u,) et son éventuelle
convergence.

Partie C
Cette partie peut étre traitée indépendamment de la partie B.

Elle permet de démontrer les conjectures formulées a propos de la suite (u,) telle que pour tout entier strictement

positif n, u,=1 +l +l+... +l—lnn
2 3 n
1) Démontrer que pour tout entier strictement positif n, u,,,—u,=f(n) ou fest la fonction définie dans la partie A.
En déduire le sens de variation de la suite (u,).
2) a. Soit £ un entier strictement positif.
. S TI R kI I |
Justifier ’inégalité fk (E_;)deO
, . k+1 1 1
En déduire que fk ;dx\ T

Démontrer ’inégalité In(k +1)—1nk<% (1).  On admet provisoirement le résultat suivant : Soit £ une fonction

b
continue sur un intervalle | contenant zet 4 et soit F une primitive quelconque de # Onaalors [ 7 (1)de=F(b)-F(a) .

b. Ecrire ’inégalité (1) en remplacant successivement k par 1, 2, ..., n et démontrer que pour

tout entier strictement positif 7, In(n+1)<1 J% J% .
n

c¢. En déduire que pour tout entier strictement positif n, u,>0 .
3) Prouver que la suite (u,) est convergente. On ne demande pas de calculer sa limite.
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[Jexercice 2. S_Amerique_Sud_nov_2006_ex2
Le plan complexe est rapporté au repére orthonormal (O;ii,v) . On prendra pour unité graphique 1cm.

1) Question de cours
On rappelle que: « Pour tout vecteur w non nul,d'affixezona: |z| = ||| etarg(z) =i, w)»

Soient M, N et P trois points du plan, d'affixes respectives m, n et p tels que m #n et m #p

a) Démontrer que : arg arg(p —n :(MN , MTJ)

n—m

b) Interpréter géométriquement :

p—m‘
n—m
2) On considere les points 4, B, C et D d'affixes respectives :

z, =4+i , z,=1+1i, z.=5i et =z, =-3-i
Placer ces points sur une figure.

3) Soit f l'application du plan dans lui-méme qui, a tout point M d'affixe z associe le point M' tel que :
Z=(1+2i)z-2-4i

a) Préciser les images des points 4 et B par f.

b) Montrer que fadmet un unique point invariant { dont on précisera l'affixe w.

4) a) Montrer que pour tout nombre complexe z, on a :
Z'—z=-2i(2-i-2z)

!

b) En déduire, pour tout point M différent de (2, la valeur de et une mesure en radians de 'angle

(M, M|
¢) Quelle est la nature du triangle QMM' ?
d) Soit £ le point d'affixe z, =—1-1 V3. Berire z » sous la forme exponentielle puis placer le point £ sur

la figure. Réaliser ensuite la construction du point £ ' associé au point E.
Correction http://www.apmep.asso.fr/IMG/pdf/CorrigeAmeriSudSnov2006.pdf

[ exercice =.
. . . . . o a-+lnx
Soit a unréel fixé et soit f, la fonction définie sur ]0,+o0o[ par f,(x)= .
X
1) Montrer que quelle que soit la valeur de paramétre @, f, posséde un unique maximum. Soit S le point de

la courbe correspondant & ce maximum.

2) Montrer que S, décrit la courbe représentative d'une fonction bien connue lorsque a décrit R .

[ ] Exercice 4.

Cet exercice est un Vrai-Faux. Dire pour chacune des propositions suivantes si elle est vraie ou si elle est fausse. Chaque
réponse devra étre justifiée. Une réponse non justifiée ne rapporte aucun point par contre toute trace de recherche méme non
concluante sera prise en compte dans [’évaluation.

1) La courbe représentative de la fonction f définie sur |—1;+oo[ par f(x)=ln( ) admet exactement une

1
1+x
asymptote.

2
2) lim M: 1
X

x—=0
3) L’équation 3+601n(x’)=0 n'a pas de solution.

4) Quels que soient les réels m et p, la courbe représentative de la fonction f définie par f(x)=In(v1—x)
possede au moins une tangente paralléle a la droite d’équation y=mx+p.
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[ exercice 5. S_Liban_juin_07 Ex4
Le plan complexe est muni d’un repére orthonormal direct (O, %, V).
On considere I’application f qui a tout point M d’affixe z non nulle associe le point M ' = f (M) d’affixe

z' tel que : Z'=|—§|(2—|Z|)

Le cercle C, , de centre O et de rayon 1, est représenté sur la figure, donnée en annexe, que 1’on
complétera au fur et a mesure des questions.
Pour z complexe non nul, on note z = re™ , r étant le module de z et o, un argument de z.
1. Montrer que z ' = (2 — 1 )e™.
2. Déterminer ’affixe @’ du point A’ , image par f'du point A d’affixe a = 3.
3. Soit B le point d’affixe b=— 3 +1i.
a. Ecrire b sous forme exponentielle.
b. Déterminer I’affixe b’ du point B, image du point B par f".
4. Placer A, B, A’ et B’ sur la figure.
5. a. Déterminer I’ensemble E des points M du plan privé du point O dont I’image par fest O.
b. Représenter E sur la figure.
6. Montrer que le cercle C; est ’ensemble des points M du plan distincts de O tels que f(M) = M.
7. Pour cette question, M est un point du plan, distinct de O, n’ appartenant pas au cercle C; .
On appelle 7 le milieu du segment [M M '] ou M ' est I’'image de M par f .
a. Montrer que / appartient a C, .
b. Montrer que / appartient a la demi-droite [OM).
c. Sur la figure donnée en annexe est placé un point nommeé M, .
Construire le point M,’, image par f du point M, .

Annexe a rendre avec la copie
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EXERCICES SOUTIEN APTS.9

[Jexercice LN &
Déterminer pour chacune des affirmations suivantes laquelle est vraie. On ne demande pas de justification. Attention, toute
réponse fausse sera sanctionnée.

1) La fonction f(x)=In(4x—1) est définie sur :
AR B |bie ¢ [t
2)Si f(x)=2In(x)-x alors:
() 27X ()2 ' :l_
A=t B /i(x)=2x C 1=t
3) Si In(x|]=In(2x—1] alors :
A xZ% B x=1 C x=2
4) L'ensemble S des solutions de I'inéquation In(x)>In(2x—1) est:
A S=]-0,1] B 0,1 CE;I[
5) In(36) =
A In(4)xIn(9) B 2(In2+n3] C (m6f
6) Si f(x)zzlgx—l alors :
A lim f(x)=—1 B lim f(x)=—o C lim f(x)=+o0
x—0" x—0" X o0
7)Si f(x)=In(x"+1] alors :
A=t B f(x)=5% C f =t
ln(x(’—i-l) x°+ (x6+1)
8)Si f(x)=—In(2x+3)+In(x)-2In(5x) alors fpeut aussi s'écrire:
(2x+3)x (—2x—3)x X
A =—In[Z2T2% B =In[ 22 C =In|—>—
f(X) ! 25%° f(x) " 5x2 f(x) n 25(2x+3)x2
9) La courbe représentative de la fonction f(x)=In(x+2) posséde une asymptote verticale d'équation :
A y=2 B x=-2 C x=2
10) Une primitive sur ]2;+o[ de la fonction f(x)= 213 est :
X
AF(x)zln(xz—iJ) EF(x)zZln(xz-B) LF(x)=%ln(x2+3)

[] exercice 2. Correction disponible

On considére la fonction f'définie sur | 0 ; + oo [ par f(x) =Inx +x+ 1.

1) Etudier les limites de faux bornes du domaine.

2) Déterminer le sens de variation de la fonction f.

3) a) Montrer que I'équation f (x) = 0 admet une solution unique « sur ] 0; + oof.
b) Vérifier que : 0,27 < o < 0,28.

] Exercice 9. Correction disponible
On considére les points A, B et C d'un plan complexe d'affixe respectives
z,=2 ZB:2(COS(§)+iSin(§)) ZC=3+i\/§

1) Placer A,BetC

2) Calculer |zg — zal, |zc — zg| et |zc — Za|

3) Interpréter ces nombres géométriquement.
4) En déduire la nature du triangle ABC.
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[ exercice 10. Correction disponible

On considére les nombres complexes suivants: z, = V2 (1+i) et z,=

SIpey
N | —

1. Déterminer une forme trigonométrique de z, et z,

1

z
2. Onpose Z= —
)
a) Déterminer la forme algébrique de Z.
b) Déterminer une forme trigonométrique de Z.

3. En déduire la valeur exacte de cos SI_TZ[ et sin 51—;[

Correction
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[]exercice 11. ES_Asie Juin2003_Ex1 y

Un phénoméne économique est modélise par une fonction f/° 5
représentée graphiquement par une courbe C dans un repére
(0:7.7).

Une partie de C est donnée ci-contre

On donne aussi le tableau de valeurs suivant :
x 0|37 8 9 |10

fix) | 10]420149,5|149 | 546 10

On suppose que la fonction fainsi représentée est continue et
dérivable sur [0;10] et strictement croissante sur [3;10].

On note /' sa fonction dérivée.

La droite T est la tangente & C en son point A d'abscisse 5 ;
elle passe aussi par le point de coordonnées (7;11).

C admet une tangente horizontale au point d'abscisse 3.

1) En utilisant ces informations :
a) Reproduire et compléter le tableau suivant :

X 3 5
J&x) 4
/')

b) Dresser le tableau des variations de f'sur [0;10]; indiquer aussi le signe de f"'(x) sur cet intervalle, justifier.
¢) Déterminer le nombre de solutions de I'équation f{x) = 6. Utiliser le graphique pour donner des valeurs
approchées des solutions a 0,5 prés.

2) On considére la fonction g définie pour tout x de [0;10] par g(x)=1In[ f(x)].

3) a) Etudier les variations de g et dresser le tableau des variations de g sur [0;10]
b) A l'aide du graphique de la question 1., donner une solution approchée, dans I'intervalle [0;10], de 1'équation

g(x)=3.

d. Si & et &' sont sécants selon une droite
YD etsi d et d' sont sécantes :

‘A d et d' sontparallélesa & .
B d et d’ sontsécantesa & .
C d, d' et & sontconcourantes.

‘D On ne peut pas préciser la position relative
des droites d, d' et & .

Correction : Masquée quand la variable CORR=M
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NB Coin profs: Comment masquer ou afficher les corrigés et les exercices en préparation

Dans la version Open Office de ce document, les corrigés (s'ils existent) sont visibles sauf quand la variable
CORR prend la valeur M (« M » pour « Masqué »). Une variable est un champ particulier (de type texte) et se
crée de la méme fagon : « Insérer » puis « champs ». Attention ! Il faut placer la variable AVANT les sections
qu'elle pilote.

La variable CORR vaut en ce moment : CORR=M. Elle se pilote en haut du document.

Pour créer une section masquée, sélectionner le texte & masquer, puis « insertion », puis «section » puis cliquer
sur masquer : La condition s’écrit : CORR==« M » (Il faut les guillemets autour du M, un double égal et pas
d'espaces).

Pour faire réapparaitre la section, changer la valeur de CORR a une autre valeur que M.

Idem pour la variable EP (En Préparation) qui permet de masquer les exercices qui ne sont pas finis ou que
j'envisage de mettre dans le DS. Elle vaut pour le moment EP=V et les sections correspondantes sont
masquées quand EP=M. Elle se pilote en haut du document.

Quand un exercice est prét on peut supprimer la section correspondante (pour qu'il soit visible tout le temps)
avec « Format » puis « Sections »

évidemment dans le pdf cela ne marche pas, c'est tout 'intérét....
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