D.M. n®9 : Produit scalaire + Feuille 15 sur WIMS T.S.

Partie I = Ex 83 p 315 Les trois perpendiculaires
Dans l'espace rapporté au repére orthonormé (O:i, j,k), on donne les points A(4;-2;3), B(1;-6;4) et
C(—1;0;—4).
1) a) Démontrer que les point A, B et C ne sont pas alignés.
1

b) Démontrer que le vecteur 7| —1 | est un vecteur normal au plan (ABC).

-1
¢) Déterminer une équation du plan (ABC).

2) a) Déterminer une représentation paramétrique de la droite d passant par le point O et orthogonale au plan
(ABC).
b) Déterminer les coordonnées du point O', projeté orthogonal du point O sur le plan (ABC).

3) On désigne par H le projeté orthogonal du point O sur la droite (BC). Soit t le réel tel que BH=¢BC .
BO-BC
—.

IBC|
b) En déduire le réel t et les coordonnées du point H.
¢) Justifier que les droites (O'H) et (BC) sont perpendiculaires.

a) Démontrer que =

4) a) Démontrer que la sphére de contre O et de rayon OH coupe le plan (ABC) suivant un cercle I'.
b) Ce cercle est-il tangent a la droite (BC) ? On ne demande pas de calculer le rayon du cercle T'.

CORRIGE I

Vos coples manguent terriblement de petits dessins qui atolent pourtant i volr ce qui se passe | Par exemple je
vols mal quelau'un réussir la question avee La sphere sans wn petit dessin...

|3 -5 Hllustration
1) a) Les coordonnées des vecteurs 4B|—4|et AC| 2 |ne sont pas i~
1 -7 TM
proportionnelles donc les vecteurs AB et AC ne sont pas colinéaires donc
les point A, B et C ne sont pas alignés. o/

b) Pour montrer qu'un vecteur est normal & un plan, il suffit de montrer
qu'il est orthogonal & deux vecteurs non colinéaires de ce plan : On a
AB7i=—3x1-4x(—1)+1x(-1)=—3+4—1=0ct
ggi_i:_—jx 1+2%(=1)=7%(=1)=—5-2+7=0 donc 7 est orthogonal a °[d)
ABet AC . 7 est donc orthogonal a deux vecteurs non colinéaires du
plan (ABC) donc 7 est un vecteur normal au plan (ABC) .

x—4)( 1
¢©) ME(ABC) & AM-#=0 < y+2 | -1|70 ©® x—y—z-4-2+43=0 ® x—y—-z-3=0.
z=3)\-1

Le plan (ABC) a pour équation x—y—z—3=0

2) a) la droite est orthogonale au plan (ABC) donc 7 est un vecteur directeur de d. Comme on sait de plus que
d passe par le point O, on obtient la représentation paramétrique suivante de la droite d passant par le point O et

orthogonale au plan (ABC) : M (x, v, z)E€d < il existe un réel t tel que OM=t7i < ilexiste un réel t

x=t xX=t
tel que | Y=—1 . Le systéme de relations |Yy=-t (teR) est une représentation paramétrique de la droite d.
z=—t z=-—t

b) Le point O', projeté orthogonal du point O sur le plan (ABC), appartient a la fois a d et (ABC). Ses

x=t

coordonnées vérifient donc |Y=-t pour un certain réel t. Ceci entraine #+¢+f—3=0 d'ou ¢=1.
z=—t
Xx—y—z—3=0

Les coordonnées de O' sont donc (1;—1;—1).

3) On désigne par H le projeté orthogonal du point O sur la droite (BC). Soit t le réel tel que BH=BC.
1



BO-BC
— |
I IBCl™
(i) par Chasles (ii) H le projeté orthogonal du point O sur la droite (BC) donc HO-BC=0 (iii) car BH=¢tBC
. 2
b) En déduire le réel t et les coordonnées du point H.  BO| 6 |et BC| ¢ | BO-BC=70e¢t |BC|’=104

a) BO-BC < (BfA+HO)-BC = BA-BC+HO-BC 2 BA-BT+0 & +BC-BC=¢|BT[ d'ou 1=

BO-BC _ 35
dou 1= _35 H( 9 . 51‘_18).

BaF 52 267 360 13
¢) Méthode 1 : On calcule le produit scalaire d¢ O'H et BC grace a leurs coordonnées et on trouve zéro
donc les droites (O'H) et (BC) sont orthogonales. Comme de plus elles se coupent en H, les droites (O'H) et

(BC) sont perpendiculaires.
Méthode 2 : La droite (BC) est orthogonales a (O0') et a (OH) qui sont deux droites sécantes du plan (OO'H).

Par le théoréme de la porte, (BC) est orthogonale au plan (OO'H). Elle est donc orthogonale a toute droite de ce
plan, donc en particulier a (O'H). Comme de plus (O'H) et (BC) se coupent en H, ces droites sont

perpendiculaires.

4) a) Démontrer que la sphére de centre O et de rayon OH coupe le plan (ABC) suivant un cercle I'.
Soit I I'intersection de la sphére S de centre O et de rayon OH et du plan (ABC). On veut montrer que I' est un
cercle.
m Soit M €I . Par définition de la sphére, OM=0H .
Or OM?=OM*=(00"+0"M =00 *+200"-0'M+0 'M>200 2+0'M* (1)

(1) O'M est un vecteur du plan (ABC) car O' et M sont des piigts de ce plan. Le vecteur 00" est

orthogonal au plan (ABC) donc a tout vecteur de (ABC). OO’ est donc notamment orthogonal a
0O'M.

On vient de voir que pour n'importe quel point M de (ABC), OO est donc orthogonal a O'M, le triangle
OO'M est donc rectangle en O'. Ceci est notamment vrai pour M=H.
(1) peut s’écrirce OM’=00"*+0 'M’et, comme OM=OH , on obtient O’'M’=OH’—00"*. D'aprés le
théoréme de Pythagore dans le triangle OHO' rectangle en O', on a OH’—0O0O’*=0"'H”. La relation devient

O'M’*=0'H>cad O'M=0'H . La distance O'H étant constante, les points M du plan (ABC) qui vérifient la
relation O’ M=0"H sont situés sur un cercle de centre O' passant par H.

On a donc montr¢ que les points de I' appartiennent a un cercle contenu dans (ABC) de centre O' passant par
H. Notons € ce cercle. On a montré que 'c € .

(iii

m Réciproquement, soit M €€ . oM*Z200 2+0 ' M2 00 ?+0 'H2E oH? .

(i) D'apres le théoreme de Pythagore dans le triangle OMO' rectangle en O'

(ii) € a pour centre O' et pour rayon O'H donc puisque M appartienta €, on a O'M=0'H.

(iii) D'apres le théoreme de Pythagore dans le triangle OHO' rectangle en O'.
Finalement, OM=0H donc M appartient a la sphére S de centre O et de rayon OH. Comme M est aussi un
point du cercle € contenu dans (ABC), finalement M appartienta € NS=T . On a montré que € <I' ,

m Finalement, comme I'c @ et € cI' ,on I'=¢€ . Autrement dit, l'intersection de la sphére S de centre O et

de rayon OH et du plan (ABC) est le cercle contenu dans (ABC) de centre O' passant par H.

Point méthode :

» Pour montrer que deux ensembles A et B sont égaux, on peut procéder comme dans cet exemple par double
inclusion : On montre que AC B et que BC A et on en déduit que les ensembles A et B sont égaux.

» Pour montrer que AC B, on montre que tout élement de A appartient a B. La démonstration est de la forme
suivante : « Soit x€A , ... bla bla bla ..., donc x€B » (la fagon d'aller de x€A a x€B dépend des donnés
de l'exercice).

b) Ce cercle est-il tangent a la droite (BC) ?
Un droite est tangente a un cercle ssi elle passe par un point du cercle et si elle est perpendiculaire au rayon du
cercle en ce point.

(BC) passe par H qui appartient au cercle I' et on a vu que (BC) est perpendiculaire a [O'H], le rayon du cercle
' en ce point donc (BC) est tangentea I' en H .



Pourquoi ce titre ?

Les trois « perpendiculaires » que mentionne le titre de 1'exercice sont les 7 B
droites (0OQ'), (O'H) et (BC) qui sont effectivement orthogonales deux a 0 & > H
deux (mais (OQ") et (BC) ne sont pas perpendiculaires puisqu'elles ne pes R

sont pas coplanaires).

.
E Les trois perpendiculaires

Dans lespace rapporté au repere orthonormé
(0,7,7,k), on donne les points A(4;—2;3),
B(1;—6;4)etC(—1;0;—4).

il a. Démontrer que les points A, B et C ne sont pas ali-

gnés 1
b. Démontrer que le vecteur Tv’(— 1 ) est un vecteur nor-
mal au plan (ABC). =1

. Déterminer une équation du plan (ABC).

Bl a. Déterminer une représentation paramétrique de la

droite d passant par le point O et orthogonale au plan
(ABC).

b. Déterminer les coordonnées du point O’, projeté
orthogonal du point O sur le plan (ABC).

E1 On désigne par Hle projeté orthogonal du pomt Osur
la droite (BC). Soit t le réel tel ! que BH=tBC.

BO BC

b. En déduire le réel t et Ies coordonnées du point H.

c. Justifier que les droites (O'H) et (BC) sont perpendi-
culaires.

a.Démontrer que t =

Démontrer que la sphere de centre O et de rayon OH
coupe le plan (ABC) suivant un cercle I. Ce cercle est-il
tangent a la droite (BC) ? (On ne demande pas de calculer
le rayon du cercle T".)

_ Pistes de résolution

[ a. Il suffit d’établir que les vecteurs AB et AC par

exemple ne sont pas colinéaires ; montrer une contra-

diction en supposant la proportionnalité de leurs coor-

données.

b. Un vecteur est normal a un plan des qu'il est ortho-

gonal a deux vecteurs non colinéaires de ce plan.

¢. Pour une équation du plan (ABC), on peut utiliser :
M e (ABC) & AM - H= 0.

On vérifie I'exactitude des calculs en testant les coor-

données des points B et C dans l'équation trouvée.

1 a. Toute droite orthogonale au plan (ABC) est diri-
gée par un vecteur normal a (ABC).

b. Les coordonnées du point O’ vérifient a la fois I'équa-
tion du plan (ABC) et les équations paramétriques de
la droite d.

[ a. Penser a décomposer le vecteur BO lors du calcul
du produit scalaire BO « BC pour faire intervenir des

produits scalaires connus et le vecteur BH qui peut se
remplacer par t BC.

b.Le contexte des coordonnées permet d’ exprlmer
d’une autre facon les produits scalaires BO « BC et BC’
et donc de trouver le réel t.

¢.On a le choix ici des preuves : soit les coordonnées
pour exprimer un produit scalaire adapté au probléme,
soit réfléchir a la position relative de la droite (BC) et
du plan (OO’H).

1 On peut conjecturer que le centre du cercle T est le
point O'.

Il suffitdonc de montrer que lalongueur O’M pour tous
les points M communs au plan (ABC) et a la sphére est
une constante : faire une figure et utiliser les triangles
OO'M, rectangles en O'.

La question [Elc. permet de répondre a la derniére
interrogation du probléme.

Corrigé

- -5
Eﬂa.AB —4 , AC| 2
=7
donc les pomts A B et C ne sont pas alignés.
b.i+AB=r+AC= 0, donc f est un vecteur normal
au plan ( ABC).
¢. Le plan ( ABC) a pour équation x —y —z—3 = 0.
[ a. La droite d a pour représentation paramétrigue :
x=t

y=-t,
z=-

ne sont pas colinéaires,

telR.

b. O’ est le point d'intersection de (ABC) et de d, donc,

en résolvant le systéme formé des équations de (ABC)
etd, onobtient O'(1; —1;: —1).

1 On désigne par Hle projeté orthogonal du point O sur
la droite (BC). Soit t le réel tel que BH = tBC .
a.B0 +BC=(BH +HO)-BC=BH -BC=t|BC [,

car HO « BH = U;donc%

=1 -2 35
b. BO| 6 |, BC| 6 | ; donc on en déduit t = = et
52
-4 -8
1 51 18
H( 36 36" 13 )

¢. La droite (BC) est perpendiculaire a la droite (OH) et
orthogonale a la droite (O0'), donc elle est perpendi-
culaire au plan (OO'H) ; donc les droites (O'H) et (BC)
sont perpendiculaires.

[ Le triangle OO'H est rectangleen O',donc OH > 00';
donc lasphére decentre O et de rayon OH coupe le plan
(ABC) suivant un cercle I". Ce cercle est tangent a la
droite (BC), car (BC) L (O'H).



«— Faites un petit dessin qui montre les positions
relatives des points, cela aide !

Partie IT (primitives) = Feuille 15 sur WIMS




