D.S. n°5 : Limites & Vecteurs de |'espace TS1

Vendredi 25 janvier 2013, 2h, Calculatrices autorisées. Ce sujet est a rendre avec la copie.

Nom:.......oovv. .. Communication: — =+
. Note :
, Technique - o
Prénom:................. ]
Raisonnement : — =

TOUS les éleves doivent traiter l'exercice I puis soit l'exercice 2, soit l'exercice 2 bis, mais pas les deux.
L'exercice 2 est un cas particulier de l'exercice 2 bis, qui traite le cas général. Si vous choisissez de traiter
l'exercice 2, vous serez noté(e) sur 20. 1l y a évidemment un bonus pour traiter le cas général et si vous
choisissez de traiter l'exercice 2 bis, vous serez noté(e) sur 22. Si un(e) éléve obtient une note supérieure a
20 a ce DS, les points excédentaires seront reportés sur le DS précédent.
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Exercice 1.

Partie I. R.O.C.

On considérera acquis le résultat suivant : ¥ x€RR,e">x.
x 2

. e e . X
Prouver que lim —=+o0. On pourra utiliser la fonction g:x HeX—E .
x—+0wo X

. —Xx
En déduire que hfP xe =0
X—+00

Partie I1. Etude d'une fonction

—2x
c
1+3x

Soit f la fonction définie par f (x):\/§+ , soit < ; son domaine de définition et soit

€ sa courbe représentative.
1) Déterminer les limites de f en —o et +oo.
2) Montrer que la dérivée de f est du signe de —6x—5 sur <.

3) Dresser le tableau de variations complet de 1, c'est a dire comportant en plus des variations
toutes les valeurs et limites nécessaires.

4) Etude des asymptotes de € .
a) Indiquer toutes les asymptotes de € .
b) Déterminer la position de €’ par rapport a son asymptote horizontale.

5) Etude d'une aire.
Soit .«/ l'aire de la partie du plan délimitée par la courbe représentative de la fonction f , l'axe
des abscisses et les droites d'équation x=4 et x=6.

a) Donner un encadrement de f(x) sur [4;6].

b) En déduire que 2/3<.¢ <2v3+107".
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Exercice 2. Cas particulier

ABCD est un tétraedre. I et K sont les milieux
respectifs de [AB] et [CD]. J et L sont les points

définis par AL=§AD et BJ=§BC.

Le but des questions 1 a 5 est de montrer que
les droites (IL), (JK) et (BD) sont concourantes
en un point R et de préciser la position de R sur
(BD). La question 6 propose de démontrer un
résultat similaire par des méthodes purement
géométriques (sans utiliser les coordonnées).

1) Expliquer pourquoi (A, A_§, A_C>, K]S) constitue un repere de l'espace.

/0,5
/1 2) Donner dans ce repere les cordonnées de tous les points de I'énoncé.
/1,5 3) Prouver que les points I, J, K et L sont coplanaires.
/1,5 4) a) Déterminer une représentation paramétrique de chacune des droites (JK) et (IL).
/2 b) En déduire que les droites (IL) et (JK) sont sécantes et déterminer les coordonnées de leur
point d'intersection. On appellera ce point R.
/1,5 5) Montrer que le point R appartient a la droite (BD) et préciser sa position sur (BD) en indiquant
la valeur du réel A pour laquelleona BR=ABD .
/2 6) Sans faire aucun calcul, prouver que les droites (KL), (IJ) et (AC) sont concourantes.
Indication : Quelle est l'intersection des plans (ABC) et (ACD) ?
Dans cette question, toute trace d'initiative méme infructueuse sera valorisée.
/12 || Exercice 2 bis. Cas général
ABCD est un tétraedre. I et K sont les milieux
respectifs de [AB] et [CD].
Soit ¢ un réel tel que a€[0;1] avec a;ﬁ% )
J et L sont les points définis par AL=a AD et
BJ=aBC.
Le but des questions 1 a 5 est de montrer que
les droites (IL), (JK) et (BD) sont concourantes
en un point R et de préciser la position de R sur
(BD). La question 6 propose de démontrer un
résultat similaire par des méthodes purement
géométriques (sans utiliser les coordonnées).
/0,5 1) Expliquer pourquoi (A, AB, , A—Ci X]S) constitue un repere du plan.
/1,5 2) Donner dans ce repere les cordonnées de tous les points de 1'énoncé.
/2 3) Prouver que les points I, J, K et L sont coplanaires.
/2 4) a) Déterminer une représentation paramétrique de chacune des droites (JK) et (IL).
/2,5 b) En déduire que les droites (IL) et (JK) sont sécantes et déterminer les coordonnées de leur
point d'intersection. On appellera ce point R.
/1,5  §) Montrer que le point R appartient a la droite (BD) et préciser sa position sur (BD) en indiquant
la valeur du réel A pour laquelle ona BR=A BD .
/2 6) Sans faire aucun calcul, prouver que les droites (KL), (IJ) et (AC) sont concourantes.

Indication : Quelle est l'intersection des plans (ABC) et (ACD) ?
Dans cette question, toute trace d'initiative méme infructueuse sera valorisée.
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Exercice 1.

Partie I. R.O.C. On considérera acquis le résultat suivant : ¥ x€R, e"> x.

X 2

. e . . . o . X
* Prouver que lim —=+o0 . Voir la démonstration du cours qui utilise la fonction g:x |—>ex—7 .
x—+0w X

X
Autre démonstration possible : ¥ x€R, e*>x donc Vx>0, e >§ . En appliquant la fonction x - x>

x\2 2 X
. . . > \ € X ..
qui est croissante sur [0;+coo[ on obtient \/ 5> 0, e":(ez) >X dou Vx>0, _>Z (en divisant par
4 x

X

. . . . . .Xx . . €
X qui est positif). Par le théoréme de minoration, comme lim —-=+c0 on abien lim —=+oo0 .

B roto X
* lim xe "= lim = lim —-= lim +=0,cad lim xe™=0
x—o+m x>t @ xo+4m € Xo+w
x
Partie II. Etude d'une fonction
Soit f la fonction définie par f (x)=v3+ le—; 3xx , soit < ; son domaine de définition et soit % sa

courbe représentative.
1) Déterminer les limites de /" en —oo et +o0.

o 1
e Limiteen +o :Ona f(x)=V3+e ><1+3x

. -2 . X
o lime "= 1lim ¢ =0

x—+ow X—o—ow

donc, par somme et produit, lim V3+e 7% ! =3+0x0=13.

o lim =0 X+ 1+3x_
x—»+ool+3x
e —2x
e Limit —0 : 0 =3+
imite en —o0 na f(x) V3 > T13+
—2x X
o lim ° = lim e—=—|—oo
X ——00 _2x Xﬂ+ooX e—Zx _2x
. —2x =2 2 + donc, par produit, lim 3+ X =—
o lim 53 = lim ] =—§ Xt —2x 14+3x
X =+ X xa+oc_+3
X

2) Montrer que la dérivée de f est du signede —6x—5 sur c@f.
“2x —2¢ 7 (1+3x)-3e" e (-2—6x—3) e **(—6x—5)
—3+-2 "(x)=0+ = =
S (x) 3y [ (1+3x) (1+3x) (1+3x)

Comme Vx€R, ¢ >0 et (1+3x)°>0, f'(x)estdusignede —6x—5 sur <, .

3) Dresser le tableau de variations complet de f , c'est a dire comportant en plus des variations
toutes les valeurs et limites nécessaires.

e Limite en -1/3 par valeurs supérieures : Ona f (x)=\/§+ e X

1+3x
: —2x 2/3
o lim e “'=e
x—-—1/3 . . Zox 1
1 donc, par produit, lim V3+e X =400 .
lim =lim —=+w0 x>-1/3 1+3x
x——1/3 1+3x XH()X x>—1/3
x>—1/3 X>0



* Limite en -1/3 par valeurs inférieures : Ona  f(x)=v3+e >*x

1+3x
° llm e—2x=e2/3
o 1 1 donc, par produit, lim v3+e¢ "X 1 _ .
o lim =lim —=—w xo—1/3 1+3x
oo 1+3x xo0 X x<—1/3
x<—1/3 X <0
Tableau de variations complet de f :
X |- -5/6 -1/3 + o0
S'x) + 0 - - ( ) i 265/3N_1 5
f(—5/6) + o
w o N o
—» w 3

4) Etude des asymptotes de ¢ . 7
a) Indiquer toutes les asymptotes de ¢ .

1
* lim f(x)=+oo donc la droite d'équation X =773 estune asymptote verticale pour ¢ .
x—-—1/3
x>—1/3

« lim f (X)Z\/g donc la droite d'équation ¥ =3 est une asymptote horizontale pour € en 4o .

x—+w©

b) Déterminer la position de € par rapport a son asymptote horizontale.

€ est au-dessus de la droite d'équation VY= V3 pour les réels x tels f (x)?@ .
—2x —2x

e e
f(x)2\/3®\/§+1+3x2\/§®1

(i) par la regle des signes, car e

202?1+3)c>0@x>—l .
X 3

—2x

est toujours positif-

. . : . 1 .
Finalement, € est au-dessus de son asymptote horizontale si x >—§ et en dessous sinon.

5) Etude d'une aire.
Soit .«/ 1'aire de la partie du plan délimitée par la courbe représentative de la fonction £, 1'axe
des abscisses et les droites d'équation x=4 et x=6.

a) Donner un encadrement de f (x) sur [4;6].
4<x<6=1(6)<f(x)<f(4)car f estdécroissante sur [4;6] d'aprés son tableau de variations.

Vxel4;6], £(6)<f(x)<f(4)

b) En déduire que 2+/3<.4/ <23+ 10*

Vxe[4:;6], f(6)<f(x)<f(4) donc ff dx<}f dx<ff 4)dx cad 2 f(6 j x)dx<2 f(4) .
Or 2 /(6)= 1+18_2\/§et 21(4)= 2I+12612~2f+5><10 *<2v3+107

Finalement, 2v/3<2 1 (6) <jf Jdx<2 £(4)<2V3+107* d'ou 2v3<.¢ <2V/3+107*.
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Exercice 2 bis. Cas général

ABCD est un tétraedre. I et K sont les milieux
respectifs de [AB] et [CD].

Soit a un réel tel que a€[0;1] avec a;t%.

J et L sont les points définis par Xi:aﬁ et
BJ=aBC.

Le but des questions 1 a 5 est de montrer que les
droites (IL), (JK) et (BD) sont concourantes en un
point R et de préciser la position de R sur (BD). La
question 6 propose de démontrer un résultat

similaire par des méthodes purement géométriques
(sans utiliser les coordonnées).

[NDLR : Les questions questions 1 a 5 reprennent la partie géométrie analytique de l'exercice de Conakry
que je vous avais donné pour vous entrainer et la question 6 reprend la partie géométrie pure de ce méme
exercice. |

—_—

1) ABCD est un tétraédre donc les vecteurs AB,AC et AD sont non coplanaires. ( A,AB,AC, D)
constitue donc un repere de 'espace.

2) Coordonnées des points de 1'énoncé :

0 1 0 0 1/2 l—a 0 0
Alo| Blo| C|1| Dlo| I| o J| a K{1/2] L{o
0 0 0 1 0 0 1/2 a
+
Explications : (i) 1 étant le milieu de [AB], on a x,= aZ sz et des formules similaires pour les autres

coordonnées. De méme pour K.

(ii) Pour J, on fait apparaltre la définition des coordonnées : AJ=AB+BJ=AB+aBC car Bi=aBC
d'oi AJ=AB+aBA+aAC=(1-a)AB+a AC=(1—a)AB+aAC+0AD et on lit sur cette égalités les
coordonnées de J (c'est la définition des coordonnées).

(iii) AlL= a AD donc AL=0AB+0AC+aAD et on lit sur cette ¢galités les coordonnées de L.

12=a) -2\ {12 1/2—a “1/2) (=172
3) Y| a IK| 1/2 | et IL| 0 |et on voit que a |=2a| 1/2 |=| 0 |cad
0 1/2 a 0 1/2 a

[J=2qIK—IL donc les vecteurs 1J,IK et IL sont coplanaires donc les points I, J, K et L sont

coplanaires.
Si on ne le voit pas, on calcule : Les vecteurs 1J,IK et IL sont coplanaires ssi il existe deux réels x et y

1/2 —a = -1/2x -1/12y (E))
tels I_j:xl_f(—{—yl_l: cad ssi le systeme a = 1/2x (E,) a une solution. (E,)
0 = 1/2x +4ay (E,)

donne x=2a ; (E 3)—(E 2) donne ay=—a donc y=-—1 convient. En reportant ces valeurs dans (E 1)
on voit que le systéme est compatible donc le couple x=2a et y=-—1 est une solution du systéme donc
IJ=xIK+yIL avec x=2a et y=—1 donc les vecteurs 1J,IK et IL sont coplanaires donc les points

I.J. K et L sont coplanaires.

4) a) Déterminer une représentation paramétrique de chacune des droites (JK) et (IL).

1/2 _|—-1/2 x=1/2—-1/2t
I o0 | et IL| 0 |donc {y=0 (t € |R) est une représentation paramétrique de (IL).
0 a z=0+at
0 [ 1-a x=0+(1—a)s

K{1/2| et KJ|{a—1/2|donc {y=1/2+(a—1/2)s (SER) est une représentation paramétrique de
1/2 —1/2 z=1/2-1/2s
JK).



b) En déduire que les droites (IL) et (JK) sont sécantes et déterminer les coordonnées de leur point
d'intersection. On appellera ce point R.
Les droites (IL) et (JK) sont sécantes ssi il existe deux réels s et t tels que le systéme

1/2 =1/2t = 0 +s(l—a) (E))
0 = 1/2 +s(a—1/2) (E,) aitune solution.
at = 112 +s(-1/2) (E,)
(E,) donne s= 172 = —1 (et voila a quoi sert I'hypothése ail ); En reportant dans (E,), ona
? a—1/2 2a-1 2” 3
—1
t=1/2_1/2S=1_S= 2a—l___2a _ 1  Enreportant ces valeurs dans (E,) on voit que
a 2a 2a 2a(2a-1) 2a-—1
le systéme est compatible puisque le membre de gauche, qui vaut
1 1, 1 1 1 1(2a—2) a-—1
———t==(1—t]==| 1—- == = i ;
) 2( ) 2( a1 2201 24=1" et le membre de droite, qui vaut
_1 a—
1— = —— 1— = A e = 1
s(1—a) 2a—1( a) Ya—1 sont égaux. Le couple s Sa—1 et ¢ Sa—1 est une solution du

systtme donc les droites (IL) et (JK) sont sécantes et pour trouver les coordonnées
de leur point d’intersection il suffit de remplacer s ou t par sa valeur dans les équations paramétriques des

a—1 a
ites. i R ;05 .
droites. On obtient (2a—1 Ya—1 )

_a
| 2a-1 |1 . 0 —
5) BR 0 et BD| 0 |. On voit que BRzza—_lBD donc les vecteurs BR et BD sont
a 1
2a—1

colinéaires donc les points B, D et R sont alignés. De plus, la valeur du réel A pour laquelle on a
—_— —_— a

BR=MNBD est A= .

2a—1

6) Sans faire aucun calcul, prouver que les droites (KL), (IJ) et (AC) sont concourantes.

m Les points I, J, K et L sont coplanaires d'apreés la question 3 donc les droites (KL) et (IJ) sont
coplanaires. Montrons par l'absurde qu'elles sont sécantes : Si elles étaient paralléles, par le théoréme du
toit, elles seraient paralléles a (AC). Par le théoreme des milieux dans le triangle ACD, L serait alors le
milieu de [AD] et on aurait donc a=1/2, ce qui n'est pas le cas d'aprés 1'énoncé. Les droites (KL) et (1J)
sont donc coplanaires et non paralléles, elles sont donc sécantes en un point que 1'on appellera Q.

m L'intersection des plans (ABC) et (ACD) est la droite (AC).
s O€(LK)c(ACD)

. 0€(1)(4BC) ]=> Q€(ACD)N(ABC)=(AC) . Autrement dit, Q appartient aussi a (AC).

m Finalement, les droites (KL), (IJ) et (AC) sont concourantes en Q donc concourantes.
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